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Resumo

Métodos de agrupamento sao ferramentas tteis para explorar estruturas em conjuntos
de dados e tém sido largamente utilizados para reconhecimento nao supervisionado de ob-
servagoes. Agrupar significa organizar um conjunto de observagoes (objetos, individuos,
pixels, etc.) em grupos de forma que observagoes pertencentes a um mesmo grupo tém
alta similaridade, enquanto que observagoes pertencentes a grupos diferentes tém alta
dissimilaridade. A medida de dissimilaridade é um componente importante de qualquer
método de agrupamento e a distancia Euclidiana é a mais comumente utilizada. Contudo,
sO apresenta bom desempenho em dados cujos grupos sao aproximadamente hiperesféricos
e/ou aproximadamente linearmente separaveis. Diversos métodos capazes de lidar com
dados cuja estrutura é complexa tém sido propostos, dentre os quais, métodos de agru-
pamento baseados em fungoes kernel. A esséncia desses métodos envolve a realizagao de
um mapeamento nao-linear ® do espaco original p-dimensional X C RP para um espaco
de dimensao mais alta (possivelmente infinita), chamado de espago de caracteristicas, F.
A funcao kernel mais comumente utilizada é a Gaussiana, que, apesar de suas boas ca-
racteristicas, é baseada na distancia Euclidiana, que como dito anteriormente, apesenta
limitacoes. Assim, a distancia de Mahalanobis, que leva em consideragao as correlagoes
entre variaveis e ¢ invariante em escala, ¢ uma melhor escolha para lidar com dados cuja
estrutura é complexa. O objetivo desse trabalho é propor métodos de agrupamento base-
ados em um kernel de Mahalanobis adaptativo, no qual a matriz de covaridncia pode ser
diferente para cada grupo ou comum a todos os grupos, podendo ser ainda, em cada caso,
diagonal, quando nao considera as covariancias das varidveis ou completa, caso em que
as covariancias sao consideradas. Essa abordagem permite lidar com uma classe muito
maior de problemas de agrupamento. Experimentos com dados simulados e reais mostram

a eficiéncia dos métodos propostos.
Palavras-Chave: Agrupamento, Fungoes Kernel, Distancia de Mahalanobis.
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Abstract

Clustering methods are useful tools for exploring structures in data sets and have been
widely used for unsupervised pattern recognition. Grouping means organizing a set of ob-
servations (objects, individuals, pixels, etc.) into groups in such a way that observations
belonging to the same group have high similarity, while observations belonging to different
groups are highly dissimilar. The dissimilarity is an important component of any grou-
ping method and the Euclidean distance is the most commonly used. However, it only
performs well on data whose groups are approximately hyperspherical and/or approxima-
tely linearly separable. Several methods capable of dealing with data whose structure is
complex have been proposed, among which, clustering methods based on kernels functi-
ons. The essence of these methods involves performing a nonlinear mapping ® from the
original p-dimensional space X C RP to a higher (possibly infinite) space, called feature
space, F. The most commonly used kernel function is the Gaussian, and, although its
good characteristics, it is based on the Euclidean distance, which, as stated earlier, has
limitations. Thus, the Mahalanobis distance, which takes into account the correlations
between variables and is scale-invariant, is a better choice for dealing with data whose
structure is complex. The aim of this work is to propose clustering methods based on an
adaptive Mahalanobis, in which the covariance matrix can be different for each group or
the same for all groups. These matrices can be also diagonal, when covariances are not
considered, or full, when covariances are taken into account. This approach allows to deal
with a much larger class of grouping problems. Experiments with simulated and real data
show the efficiency of the proposed method.

Keywords: Clustering, Kernel Functions, Mahalanobis distance.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

E comum muitas aplicagbes fornecerem ou guardarem grandes quantidades de da-
dos para analise. Essas informacoes, quando analisadas individualmente, podem nao ser
tteis, sendo necessaria uma analise conjunta de todos os dados. Um dos principais meios

encontrados para essa analise é a categorizacao dos dados em grupos.

Reunir objetos similares em grupos para produzir determinada divisao ¢ uma das
habilidades basica dos seres humanos. Isso vem sendo feito desde os primoérdios do seu
surgimento quando, por exemplo, eles identificaram que muitos objetos possuiam certas
propriedades, como a comestibilidade de alimentos, a usabilidade de ferramentas, entre

outros. Desta forma, surge a ideia de agrupamento.

Métodos de agrupamento sao ferramentas usadas na mineragao de dados e tem sido
amplamente utilizados para o reconhecimento nao supervisionado de observacoes. A mi-
neracao de dados compreende os principais algoritmos que permitem obter ideias e co-
nhecimentos fundamentais a partir de dados massivos. E um campo interdisciplinar que
mescla conceitos de areas afins, como sistemas de banco de dados, estatistica, aprendizado
de maquina e reconhecimento de observagoes. (ZAKI; JR; MEIRA| 2014)

Agrupar é uma tarefa natural para os seres humanos e consiste em organizar um con-
junto de observagoes (objetos, individuos, genes, pixels, etc.), com base em critérios de

similaridade (ou dissimilaridade), em grupos, de tal forma que observagoes pertencentes a
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um mesmo grupo tém um alto grau de similaridade, enquanto que observagoes pertencen-
tes a grupos diferentes tém um alto grau de dissimilaridade. Os métodos de agrupamento
sao abordados em muitos contextos e disciplinas, por exemplo, recuperagao de documen-
tos, segmentacgao de imagens, segmentacao de mercado, agrupar paginas de internet com
base no seu contetudo, agrupar pessoas em redes sociais com base em suas preferéncias e/ou
caracteristicas e como dito anteriormente, mineracao de dados. A finalidade da anélise
de agrupamento é que observagoes em um mesmo grupo sejam homogéneas e observagoes
em grupos diferentes sejam heterogéneas. As técnicas de agrupamento mais populares

podem ser divididas em métodos hierarquicos e métodos nao hierarquicos (particionais).

Os métodos de agrupamento hierarquicos sao capazes de encontrar estruturas que po-
dem ser divididas em subestruturas recursivamente. Tais métodos produzem uma resposta
representada por uma estrutura completa de hierarquia, isto é, uma sequéncia aninhada
de parti¢oes do conjunto de observagoes de entrada. O resultado é uma estrutura hierér-
quica de grupos conhecida como dendrograma. Por exemplo, em taxonomia, um objeto
pode pertencer sucessivamente a uma espécie, um género, uma familia, uma ordem, etc.
O n6 raiz do dendograma representa todo o conjunto de dados e cada n6 folha é consi-
derado como um objeto de dados. Os nés intermediarios descrevem a extensao em que
0s objetos sao préoximos um do outro e a altura do dendograma, geralmente, expressa a

distancia entre cada par de objetos ou aglomerados ou um objeto e um aglomerado.

Essa representagao fornece descrigoes e visualizagdes muito informativas para as es-
truturas de agrupamento de dados em potencial, especialmente quando existem relagoes
hierarquicas reais nos dados, como os dados de pesquisas evolutivas sobre diferentes es-
pécies de organizacoes. Esses algoritmos sao classificados em métodos aglomerativos e
métodos divisivos. Os métodos aglomerativos, partindo de n grupos unitarios, onde n re-
presenta o numero de observagoes, reduzem os dados em um tnico grupo contendo todos
os elementos através de uma sequéncia de jungoes. Os divisivos, por sua vez, partem de

um grupo uinico com n elementos e através de sucessivas divisoes resultam em n grupos

unitarios (XU; WUNSCH, [2005)).

Os métodos de agrupamento particionais produzem uma particao tnica do conjunto
de observagoes em um numero fixo de grupos, através da otimizagao (geralmente local)
de uma funcao objetivo. Nao apresenta nenhuma outra subparticao, como no caso dos
algoritmos hierarquicos. O resultado é a criagao de hipersuperficies de separagao entre os
grupos. Esses métodos sao mais flexiveis que os hierarquicos e permitem que elementos
amostrais mudem de grupo em cada passo do algoritmo, se essa mudanca permitir uma
melhor solugao em termos de variabilidade da particao resultante. Os métodos k-médias e
k-medoides sao os principais algoritmos de agrupamento nao-hierarquicos. A idéia do al-

goritmo k-médias ¢ alternar entre a atualizacao dos centroides dos grupos e a atualizagao
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da particao até que nenhuma observagao mude de grupo. O k-meddides possui estrutura
e funcionamento similares ao k-médias, o que os diferencia é que enquanto no k-médias o
centroide nao precisa pertencer ao conjunto de dados, no k-medéides o centro é um dos
pontos do conjunto, denominado medéide (DONI, [2004). Métodos de agrupamento parti-
cionais sao desenvolvidos sob dois paradigmas: agrupamento hard (rigido) e agrupamento
fuzzy (difuso). Nos métodos de agrupamento do tipo rigido os grupos sdo naturalmente
disjuntos, isto é, cada observacao pode pertencer a um, e somente um, grupo. No caso
dos métodos de agrupamento difuso uma mesma observacao pode pertencer a todos os

grupos com um certo grau de pertinéncia.

Um principio basico para construgao de algoritmos de agrupamento sao as medidas de
dissimilaridade (ou similaridade). Exemplos basicos de medidas de dissimilaridade sao as
medidas de distancia, dentre as quais, as mais comuns sao a Euclidiana, a de Mahalanobis
e o Coeficiente de Correlacao de Pearson. Dentre essas, a distancia Euclidiana é a mais
comumente utilizada. Segundo Ferreira e Carvalho (2014) os métodos de agrupamento
baseados na distancia euclidiana apresentam bom desempenho quando as estruturas dos
grupos sao aproximadamente hiperesféricas e/ou aproximadamente linearmente separé-
veis. No entanto, quando a estrutura dos dados apresenta formas nao hiperésfericas e/ou
observagoes nao lineramente separaveis o desempenho pode nao ser satisfatorio. Devido a
essa limitacao, diversos métodos vém sendo propostos para lidar com dados cuja estrutura

é complexa, dentre os quais, métodos de agrupamento baseados em funcgoes kernel.

Diversos estudos demonstram que os métodos de agrupamento baseados em kernel,
por produzirem hipersurperficies nao lineares de separacao entre os grupos, apresentam
desempenho superior aos métodos de agrupamento convencionais quando a estrutura dos
dados é complexa. Algoritmos baseados em kernel estao sendo desenvolvidos sob duas
abordagens: kernelizacao da métrica, onde os centroides dos grupos sao obtidos no espago
original das observacoes e as distancias das observacoes aos centroides sao calculadas

através de funcoes kernel, e agrupamento no espaco de caracteristicas, em que os centroides
dos grupos sao obtidos no espaco de caracteristicas (FERREIRA; CARVALHO, 2014).

A base dos algoritmos de agrupamento baseados em kernel é a funcao kernel, que
mede a similaridade entre dois exemplos em um espago p-dimensional. A funcao kernel
mais comumente utilizada é a Gaussiana. Apesar de suas boas caracteristicas, esse kernel
é baseado na distancia Euclidiana, isto é, assume que as observagoes sao mais provaveis
de serem distribuidas em uma regiao hiperesférica (variancias iguais e covariancias nulas).
Entretanto, exemplos em dois grupos diferentes sao mais provaveis de estarem distribuidos

dentro de duas regioes hiperelipsoidais diferentes.

A distancia de Mahalanobis, que leva em consideracao as correlagoes entre as varia-
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veis e ¢ invariante em escala, ¢ uma melhor escolha para lidar com regioes hiperelipsoi-
dais (WANG; YEUNG; TSANG, 2007). [Ferreira e Carvalho (2014 propuseram, sob o
enfoque da kernelizacao da métrica, um algoritmo do tipo kernel k-médias baseado em
um kernel adaptativo de Mahalanobis. Esse algoritmo foi construido a partir de uma
distancia quadratica adaptativa definida por uma matriz simétrica positiva definida que
¢ modificada a cada iteragao do algoritmo. Contudo o método proposto considera apenas
0 caso em que a matriz de covariancias é a mesma para todos os grupos, tendo a matriz
diagonal (caso em que nao ha covarincia entre as variaveis) como caso particular, isto
é, os grupos podem assumir formas hiperelipsoidais, mas existe a imposicao de que essas

regioes sejam iguais.

Nesse trabalho de conclusao de curso, serao apresentada extensoes do método proposto
por |[Ferreira e Carvalho| (2014) para o caso em que a matriz de covariancias pode ser
diferente para cada grupo, isto é, os grupos podem assumir formas hiper-elipsoidais e
essas regioes podem ser diferentes entre os grupos. Dessa forma, uma classe muito maior

de problemas de agrupamento pode ser abordada.



Capitulo 1. Introdugao )

1.2 Organizacao do trabalho

Além deste capitulo de introdugao, este trabalho é composto por mais quatro capitulos,

como segue:

e No Capitulo 2 ¢é apresentada uma revisao bibliografica a respeito da teoria basica
dos métodos de agrupamento rigido (hard), bem como a ideia dos métodos baseados

em kernel,

e O Capitulo 3 introduz a principal contribuicao deste trabalho: métodos de agrupa-
mento baseados no kernel de Mahalanobis com distancias quadréticas adaptativas.
Aqui foi considerado o caso sob kerneliza¢ao da métrica e demonstradas as expressoes

matemaéticas obtidas, bem como os algoritmos construidos para fins computacionais;

e No Capitulo 4 é apresentado os indices de avaliacao utilizados para comparacao dos
métodos, além dos conjuntos de experimentos numéricos aplicados tanto a dados
simulados quanto a dados reais. Os resultados obtidos mostram a superioridade do
método proposto neste trabalho, em relagao aos métodos de agrupamento conven-

cionais;

e Por fim, no Capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes deste trabalho.



CAPITULO 2

Métodos de agrupamento hard para dados convencionais

A Analise de Agrupamentos é uma técnica de anélise de dados multivariados bastante
util em muitas situacoes diferentes. Pode ser utilizada para reduzir a dimensao de um
conjunto de dados, resumindo uma ampla gama de objetos a informacao do centro do seu
conjunto. O objetivo é formar grupos de observagoes onde os elementos pertencentes ao
mesmo grupo sejam mais similares entre si do que em relagao aos elementos de grupos
distintos. Além disso, como é uma técnica de aprendizado nao supervisionado, também
pode ser util para extrair caracteristicas escondidas dos dados e desenvolver hipoteses a

respeito de sua natureza.

Segundo [Xu e Tian (2015)), os algoritmos tradicionais de agrupamento podem ser divi-

didos em 9 categorias. A Tabela[2.Tcontém essas categorias e seus respectivos algoritmos.
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Tabela 2.1: Algoritmos Tradicionais

Categoria

Algoritmos tipicos

Métodos Particionais

k-médias, k-medoides, PAM,
CLARA, CLARANS

Métodos Hierarquicos

BIRCH, CURE, ROCK,
Chameleon

Métodos baseados em
teoria fuzzy

FCM, FCS, MM

Métodos baseados em
distribuigoes

DBCLASD, GMM

Métodos baseados em

DBSCAN, OPTICS,

densidade Mean-shift
Métodos baseados na teoria CLICK, MST
dos grafos

Métodos baseados em STING, CLIQUE
grade

Métodos baseados na
teoria fractal

FC

Métodos baseados em
modelos

COBWEB, GMM, SOM,
ART

Dentre os métodos citados na Tabela 2.1 duas classes de métodos prevalecem, sao os
métodos hierdrquicos e os nao-hierarquicos (ou particionais). Os Hierarquicos organizam
um conjunto de dados em uma estrutura hierarquica de acordo com a proximidade entre os
individuos. Sua saida é um conjunto aninhado de particoes conhecido como dendograma.
Esses métodos se dividem em aglomerativos (consideram n grupos iniciais com uma ob-
servagao cada e sucessivamente chega a um tnico grupo contendo todas as observagoes) e
divisivos (consideram um tnico grupo inicial com todas as observagdes e sucessivamente
chega a n grupos cada um com uma observagao). Os Particionais sdo baseados na mini-
mizacao de uma fungao objetivo, onde as observacoes sao agrupados em um ntmero k de
grupos definidos a priori. Esses métodos contém duas categorias, rigida (hard) e difusa
(fuzzy). Os métodos hard consideram que cada observagao s6 pode pertencer a um grupo
por vez, ou seja, nao permite interse¢ao entre os grupos. Ja os métodos fuzzy, cada obser-
vagao pertence a um grupo com um certo grau de pertinéncia. Uma exposicao detalhada
dos principais métodos de agrupamento difuso pode ser encontrada (HOPPNER et al.,
1999).

Os métodos hierarquicos sao fundamentados em fungoes de ligacao que sao usadas
em cada passo do algoritmo para comparagao dos grupos disponiveis para agrupamentos.
Existem varias fungoes de ligagdo e cada uma gera um método diferente. A Tabela

apresenta algumas das funcoes de ligacao mais tradicionais.
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Tabela 2.2: Principais fungoes de ligacao dos métodos hierarquicos
Método Foérmula

Ligacao Simples d(i,7) = mind(i,7), em que i € C1,j € Cy
Ligacdo Completa d(i,7) = maxd(i,j), em que i € (4,7 € Cy
Ligacao Média d(i,j) = # D iiecy.c, A7), em que i € O, j € Cy
Centroides d(i,7) = d(pi, 1), em que p; € Cy, puj € Co

No método de ligagao simples a métrica é a distancia minima de cada par de objetos
formados por um objeto pertencente a C; e outro pertencente a C. No caso do método
de ligacao completa a dissimilaridade entre dois agrupamentos, C; e Cy, é definida como a
maior das dissimilaridades dentro de cada par de objetos formados por um objeto perten-
cente a C; e outro pertencente a C, isto é, para todos os objetos j # i, k (COSTAJ [2005).
O método de ligacao média considera uma média de todos os membros dos grupos cuja
distancia esta sendo calculada. Como consequéncia, ele é menos influenciado por valores
extremos, como é o caso dos métodos de ligacao simples e ligagao completa. O método
de ligagao por centroides considera a distancia entre grupos como sendo o quadrado da

distancia euclidiana entre os centrdides dos grupos.

Técnicas hierarquicas sao boas ferramentas para produzir uma particao inicial de um
conjunto de observagoes. Contudo, a propriedade de hierarquia causa problema de nao
dissociacao de grupos que foram unidos em determinado passo do algoritmo, pois s6 é
permitido a entrada de elementos nos grupos ja formados. J4 as técnicas nao-hierdarquicas
(particionais) sdo mais flexiveis e possibilitam que elementos amostrais mudem de grupo
em cada passo do algoritmo, se essa mudanca permitir uma melhor solugao em termos de
variabilidade da parti¢ao resultante. O objetivo basico das técnicas particionais é buscar
diretamente uma particao dos dados em k grupos de modo a preservar a coesao interna e
isolamento entre elementos. Esse trabalho é baseado em técnicas particionais e no método
k-médias. A seguir é apresentado uma revisao basica acerca do método k-médias, e sua

versao sob o enfoque de kernelizagao da métrica.

2.1 Método k-médias

E um dos métodos particionais mais conhecidos e utilizados devido ao fato de ser
de facil implementacao e ter baixo custo computacional, ja que sua complexidade é de
ordem O(nKl). O algoritmo k-médias, aqui rotulado por KMeans, busca minimizar a
distancia dos elementos a um conjunto de k centros dado por X = {x1, s, -+ ,x;} de

forma iterativa.
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Seja Q = {@x1,...,x,} um conjunto de n observagoes, onde cada x; (i = 1,...,n)
¢ descrito por p variaveis e seja P = {Py,..., Pk} uma particdo de 2 em K grupos
disjuntos, onde cada grupo k (kK = 1,..., K) é caracterizado por um ponto central y,

conhecido como protétipo ou centroide. Sendo assim, o algoritmo k-médias, baseado na
distancia euclidiana, busca obter os grupos através da minimizagao da seguinte fungao

objetivo:

T=> Yl —wll® (2.1)

k=1 x;,€P;,

O centréide y, que minimiza J é a média aritmética das observagoes x; petencentes

ao grupo k, ou seja:

Yp = L Z x; (2.2)

onde ny é o nimero de observagoes pertencentes ao grupo k.
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O algoritmo a seguir resume o passo a passo iterativo para obter o agrupamento pelo

método k-médias.

Algoritmo 1: METODO k-MEDIAS
(1) Inicializagao

Fixe K (o namero de grupos), 2 < K < n; Escolha K observagoes distintos
Y1, ..., Yk pertencentes a {2 como centroides iniciais e aloque cada observacao ¢ de
acordo com o centroide mais proximo yj (h = arg min, g ||z, — yx||*) para
obter a partigao inicial P = {Py,..., Px}

(2) Atualizagao dos centroides

Atualize os centroides dos grupos yi, (k= 1,..., K) segundo a Equagao ({2.2).

(3) Atualizagao da particao

test +— 0

para ¢ = 1 até n faca
defina o grupo vencedor P tal que
h = arg min, << [|@; — yil®
set € Preh#k
test < 1
P, + P, U{i}
Py« P\ {i}

(4) Critério de parada

Se test = 0, entao pare, caso contrario, volte ao passo (2).

2.2 Conceitos basicos de kernel

A partir do desenvolvimento do algoritmo kernel k-médias (GIROLAMI| 2002) diver-
sos métodos de agrupamento foram modificados de modo a incorporarem fungoes kernels.

Além disso, uma grande variedade de métodos de agrupamento baseados em kernel foram
propostos (FILIPPONE et al., [2008)).

A esséncia dos métodos baseados em kernel envolve a realizagao de um mapeamento
nao-linear ® do espago original p-dimensional X C R? para um espaco de dimensao mais

alta (possivelmente infinita), chamado espago de caracteristicas, F. A razao para passar a
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dimensoes mais altas é que em tais dimensoes pode ser possivel obter grupos bem definidos

e linearmente separaveis.

Seja X = {x1, -+ ,x,} um conjunto nao vazio, onde x; € RP,V;. Uma fungao K :
X x X — R é dita um kernel positivo definido (ou kernel de Mercer) se, e somente se, K
é simétrica, ou seja, KC(x;, xx) = K(xg, ;) e a seguinte desigualdade é valida (MERCER,
1909):

n

ZZcicle(wi,a:k) >0 V,>2, (2.3)

i=1 k=1
ondec, e RVr=1,---.n

Seja ® : X — F um mapeamento nao-linear do espaco original X para um espago
de caracteristicas de alta dimensao F. Aplicando o mapeamento nao-linear ®, o produto

interno x,

x;, No espaco original é mapeado para ®(x;)" ®(x;) no espaco de caracterfsti-
cas. A esséncia dos métodos baseados em kernel é que o mapeamento nao-linear ® nao
precisa ser explicitamente especificado porque todo kernel de Mercer pode ser expresso
pela expressao , que é usualmente referida como kernel trick (MULLER et al.l 2001

SCHOLKOPF; SMOLA; MULLER),, [1998):

K(x;, x) = ®(x;) " (). (2.4)

Usualmente, os métodos de agrupamento baseados em kernel trabalham com uma
matriz K € R™" chamada de matriz kernel, onde cada elemento k; = K(x;, x;), i =
1,--.,n,l=1--.,n

Em consequéncia da Eq. (2.4), é possivel calcular distancias Euclidianas em F da
seguinte maneira Muller et al. (2001)), Scholkopf, Smola e Miiller| (1998)):

1B () — D(x)[|* = (D() — Ba) ") (P(2i) — ()
O(x;)  B(x;) — 20 (x;) " () + P(xy) " O(xy)
= K(xi, x;) — 2K(x;, z1) + K(xg, 1) (2.5)

Diversos métodos de agrupamentos tém sido modificados de modo a incorporarem
fungoes kernel. Essas modificagoes estao sendo desenvolvidas sob duas abordagens prin-

cipais:

1. Kernelizagao da métrica: os centroides dos grupos sao obtidos no espaco original das

observacoes e as distancias das observagoes aos centroides dos grupos sao calculadas
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através de funcoes kernel:
|®(2;) — (yi) 1> = K(@i, @) — 2K(2i, Yi) + Ky, yi) (2.6)

2. Agrupamento no espago caracteristica: é realizado um mapeamento de cada ob-
servacao por meio de uma func¢ao nao-linear ® e entao obtém-se os centroides dos
grupos no espaco de caracterfsticas. Isto ¢, seja yg o centréide do k-ésimo grupo no

espago de caracteristicas ¢ possivel calcular ||®(x;) — yF||? sem a necessidade de se
obter y através do uso do kernel trick (Eq. (2.4))).

A tabela[2.3]apresenta os principais exemplos de fungoes kernel presentes na literatura.

Tabela 2.3: Exemplos de funcoes kernel.

Tipo da Funcao kernel K(x;, xr)
Linear x, ),

Polinomial de grau d (v x, +0)4, v>0,0>0,d €N
Sigmoide tanh(yx; x), +6), v > 0,0 >0
Gaussiana exp {—%} ,o>0
Laplaciana exp {—||lx; — ||} ,7 >0

Como mencionado anteriormente, a principal vantagem do uso do kernel é que, ao pas-
sarmos para um espago de mais alta dimensao, um conjunto de observagoes de entrada nao
linearmente separavel pode tornar-se linearmente separavel, e, embora nao conhecamos o
mapeamento nao linear ¢ e nao possamos obter os centroides dos grupos, as distancias
entre as observacoes e os centréides dos grupos podem ser calculadas através de fungoes

kernel.

2.3 Meétodo Kernel k-médias sob kernelizacao da mé-

trica
Seja Q = {x,...,x,} um conjunto de n observagoes, onde cada x; (i = 1,...,n) é
descrito por p variaveis e seja P = { Py, ..., Pk} uma partigao de Q em K grupos disjuntos.

A idéia basica do algoritmo kernel k-médias baseado na kernelizacao da métrica, aqui



Capitulo 2. Métodos de agrupamento para dados convencionais 13

rotulado por KKMeans, é minimizar a seguinte fun¢ao objetivo:

> D o) — eyl

J =
k=1 x;€P;,
K
=3 > K@i, ) — 2K(w:, i) + Kk, vr) (2.7)
k=1 x;€P
onde yi é o centroide do k-ésimo grupo (k=1,--- , K).

A derivagao dos centroides dos grupos depende da escolha da funcao kernel. Conside-
rando o kernel gaussiano, que é o mais comumente utilizado (FERREIRA| [2013), entao

K(x;, x;) =1, Vi, e a fungao objetivo dada em (12.7)) pode ser expressa da seguinte forma:

T=2>"3 " (1-K(®@:,y)) (2.8)

k=1 x;EPy

Derivando a Eq. (2.8) em rela¢do ao centroide do k-ésimo grupo y; e igualando ao

vetor nulo obtem-se a seguinte equacao de atualizagao:

~ iep, K@i yi); B
Y = , k= 1’ cee

K. (2.9)

Para definir a melhor particao do conjunto de observagoes de entrada €2, os centroides
dos grupos yx (kK = 1,---, K) sdo mantidos fixos. Os grupos P (k = 1,--- , K), que
minimizam a fungao objetivo dada pela equagao ((2.8]) sao atualizados de acordo com a

seguinte regra de alocacao:

P ={i € Q:[|®(x;) — P(yi)|]” < ||(;) — P(wn)]]?,
Vhtkh=1- K}. (2.10)

O algoritmo a seguir resume o processo iterativo para obter o agrupamento pelo método

kernel k-médias baseado em kernelizacao da métrica.
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Algoritmo 2: METODO kernel k-MEDIAS BASEADO NA KERNELIZAGAO DA
METRICA

(1) Inicializagao
Fixe K (o ntmero de grupos), 2 < K < n; escolha aleatoriamente uma partigado P
de 2 em K observagoes distintos yi, ...,y pertencentes a €2 como centroides
iniciais e aloque cada observacgao ¢ de acordo com o centréide mais préximo yy,
(h = arg min, ;< ||@; — yx||?) para obter a particdo inicial P = {P;,..., Px}

(2) Atualizacao dos centroéides

Atualize os centroides dos grupos yi (k= 1,..., K) segundo a Equagao ((2.9)) ;

(3) Atualizagao da partigao

test <0
para ¢ = 1 até n faca
defina o grupo vencedor P, tal que
h = arg min, g [|(x;) — D (y)||?
sei € Poeh#k
test 1
Py, + P, U{i}

(4) Critério de parada

Se test = 0, entdo pare, caso contrario, volte ao passo (2).




CAPITULO 3

Método Proposto

3.1 Introducao

Nesse capitulo, seré apresentada a principal contribuicao desse trabalho. Encontram-
se introduzidos os métodos de agrupamento hard baseados no Kernel de Mahalanobis
com distancias quadraticas adaptativas. As distancias quadraticas sao definidas por uma
matriz simétrica positiva definida M (chamada matriz de covariincia), que apresenta
dimensao p x p associada com o k-ésimo grupo (k = 1,--- , K), sob a restricao de que
det(M) = 1. Baseada nessa defini¢ao foram definidas matrizes de covarancias que podem
ser unica ou diferente para cada grupo. Além disso, as matrizes podem ser completa

(distancias adaptativas locais) ou diagonais (distancias adaptativas globais).

A ideia principal do método de agrupamento hard baseado em uma tnica distancia
adaptativa consiste em comparar grupos e seus centroides por meio de uma tnica distancia
que muda a cada iteracao do algoritmo, mas é a mesma para todos os grupos. No caso do
método de agrupamento hard baseado em uma distancia adaptativa diferente para cada
grupo, compara-se os grupos e seus centroides usando uma distancia diferente associada a
cada grupo que muda em cada iteracao do algoritmo, isto é, a distancia nao é determinada

de forma absoluta e é diferente de um grupo para o outro.

15
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Esses métodos adapatativos procuram uma particao de um conjunto de observagoes
em k grupos que correspondem a um conjunto de k centroides {yi,--- ,yx} e uma distan-
cia quadratica adaptativa tnica ou diferente para cada grupo, de modo que um critério
que mede o ajuste entre os grupos e seus representantes (centroides) seja minimizado

localmente.

Na literatura, o kernel Gaussiano é o mais comumente utilizado. De modo geral, esse
kernel fornece bons resultados e requer somente o ajuste de um parametro. Contudo,
ele é baseado na distancia Euclidiana entre dois paradmetros x; e x; em RP. Como
dito anteriormente, a distancia Euclidiana fornece bons resultados quando os grupos sao,
aproximadamente, hiperesféricos e linearmente separaveis, o que significa que cada variavel
tem a mesma varidncia e que nao existe covariancia entre elas. Contudo, sabe-se que
observagoes em dois grupos diferentes sao mais provéaveis de estarem distribuidas dentro
de duas regioes hiperelipsoidais diferentes. Diante da limitacao da distancia Euclidiana
em lidar com grupos de formas hiperelipsoidais, os quais surgem em diversas situacoes

praticas e experimentais, uma melhor escolha é considerar a distancia de Mahalanobis.

A distancia de Mahalanobis é uma melhor escolha para dados com estrutura complexa,
pois leva em consideracao as covariancias entre as variaveis e é invariante em escala. A
distancia de Mahalanobis entre uma observagao x; e o centroide global y em R? é dada

por:

Ay (zi,y) = (; —y) =z — y) (3.1)
em que

y= lzwi eX = %Z(a:z —y)(zi—y)' (3.2)

Inspirados pela definicao de distancia de Mahalanobis, é possivel definir um kernel
adaptativo de Mahalanobis substituindo a distancia euclidiana no kernel Gaussiano por
uma distancia do tipo Mahalanobis (CAMPS-VALLS et al., [2007)).

K0 (2, 24) = exp {— (@i — @) Zg(wi ) } (3.3)
onde
2y (xs, xp) = (2 — 1) M (25 — X3 (3.4)

é uma distancia quadratica definida por uma matriz simétrica positiva definida M. Aqui,
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a distancia de Mahalanobis ¢ calculada entre duas observagoes x; e x; em RP ao invés de
uma observacao x; e o centroide global y. E possivel verificar que o kernel de Mahalanobis
¢ uma extensao do gaussiano. Note que, fazendo M = I, onde I é a matriz identidade

p X p, temos o kernel Gaussiano.

Baseados no conceito de distancia de Mahalanobis, serao consideradas quatro distan-
cias quadréticas adaptativas entre uma observacao x; e o centroéide do k-ésimo grupo yy,

definidas como:

i) Distancia quadrética adaptativa definida por uma matriz de covariancias completa e

Unica para todos os grupos:

ii) Distancia quadratica adaptativa definida por uma matriz de covariancias diagonal e

Ginica para todos os grupos:

M, = M = diag{\, - - 7)\p} : d?\/‘,(a:i?yk) = (x; — yk)TM(CL'i — )

iii) Distancia quadratica adaptativa definida por uma matriz de covariancias completa e

diferente para cada grupo:

My, : dag (@i, ye) = (T —yp) My(x; —yr), k=1, K. (3.7)

iv) Distancia quadratica adaptativa definida por uma matriz de covariancias diagonal e

diferente para cada grupo:

M, = diag{/\]fa T 7>\§} : d?\/Ik(wiv Yi) = (xi — yk>TMk(wi — Yi)
=0 N —yw)® k=1 K. (3.8)
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3.2 Meétodo de agrupamento hard baseado no kernel
de Mahalanobis sob o enfoque da kernelizacao da

métrica

Nessa secao sao apresentados os métodos de agrupamentos hard baseados no kernel
de Mahalanobis com distancias quadraticas adaptativas sob o enfoque da kernelizagao da
métrica. Os algoritmos (aqui definidos como AMKKMeansGF-K, AMKKMeansGD-K,
AMKKMeansLF-K e AMKKMeansL.D-K), respectivamente, de acordo com as distancias
citadas na sec¢ao anterior, otimizam uma funcao objetivo J que mede o ajuste entre os

grupos e os seus centroides, a qual pode ser definida da seguinte forma:

J=3 Y Pl (39)

onde p?(x;,yr) ¢ uma medida de distancia adequada (distancias definidas anterior-
mente pelas equagoes (3.5)), (3.6]), (3.7) e (3.8)) entre uma observagao x; e o centréide do
k-ésimo grupo y; calculada por meio de uma fungao kernel de Mahalanobis. Considerando

as medidas de distancias propostas neste capitulo, temos:

i) Método de agrupamento hard baseado no kernel de Mahalanobis com distancias qua-
dréticas adaptativas definida por uma matriz de covariancia completa e tinica para
todos os grupos (AMKKMeansGF-K):

k=1 x;EP;
K
_ (s — yk)TM(wz — Y
=23 % (1o {-mELE
k=1 ;P

=2> Y (1= K"z, ur)) (3.10)

ii) Método de agrupamento hard baseado no kernel de Mahalanobis com distancias qua-

draticas adaptativas definida por uma matriz de covariancia diagonal e tinica para

todos os grupos (AMKKMeansGD-K):
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J2 = 22 Z || ® () — ()|

k=1 x;EPy
K
(z: — yr) " M (x; — ys)
:222 (1—exp{— 552
k=1 x;,€P;

=23 3 (1- K" @) (3.11)

k=1 x;€ Py
em que M é definida por:
AN - 0
0 A
iii) Método de agrupamento hard baseado no kernel de Mahalanobis com distancias

quadraticas adaptativas definida por uma matriz de covariancia completa e distinta
para os grupos (AMKKMeansLF-K):

XK: Z 0l

(1 _ exp{ (i — yk)TQJ(\ik(wi — Yr) })

Z
Z (1= K™ (x;,y1)) (3.12)

TTMN ||MN

iv) Método de agrupamento hard baseado no kernel de Mahalanobis com distancias qua-
draticas adaptativas definida por uma matriz de covariancia diagonal e diferente
para os grupos (AMKKMeansLD-K):
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J4 = 22 Z P (;) — (yw)| I

k=1 x;EPy
K
(zi — yi) " My (i — ys) })
=2 (1 — exp {—
; w;k 202
K
=2 > (1-K"(xiy) (3.13)
k=1 x;,€EP;

em que M, é definida por:

Para o desenvolvimento do método de agrupamento hard baseado no kernel de Maha-
lanobis o algoritmo foi formulado em trés etapas A primeira consiste em calcular os

centroides dos grupos. Nesse passo a particao e a matriz M sao mantidas fixas.

Proposicao 3.1. Qualquer que seja a medida de distincia quadrdtica adaptativa dada

pelas equacgoes ,, e (@, e considerando o kernel de Mahalanobis (K(™)),

o centroide yi. que minimiza a func¢ao objetivo J dada na equacao (3.9) € calculado da

sequinte forma:

ZmiEPk ]C(m) (wia yk) ,

Yy, = k=1,...,K (3.14)

Demonstrag¢io. Considerando o kernel de Mahalanobis, temos K™ (x;,x;) = 1,(i =
Lo k) e ||®(z;) — D(ye)|]* =2 {1 — K" (x;,yx) }. Sendo assim, para o k-ésimo grupo

o problema se torna encontrar o componente y, que maximiza o seguinte termo:

> K (@, ) (3.15)

il:iGPk

Derivando o termo (3.15)) em relagao a y; temos que:
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9J _ 3 K™ (s, yr,)

oYy, 0Py Oy,
Z oIC(m) exp {_ (a’i_yk);i\g](a’i_yk) }
:l:iEPk ayk
1 (i —y) " M(z; — ys)
_ (—g) 3 exp {— o (~aM(w: — u))
miGPk
Reescrevendo a expressao acima e igualando ao vetor nulo, temos, para (k =1,--- | K)

o seguinte resultado:

<_#> Z K™ (225, yp) (—2M (z; — yi,)) = 0

m»;GPk
]' m
(5:) 3 KM@ -y =0
:IB»L‘EP]Q
1 m 1 m
<;) M Z K )(mivyk)wi = (F) My, Z K )(wiayk)
ml‘EPk wiGPk

1

Multiplicando ambos os lados por M ~" obtemos a expressao para atualizacao dos

centroides:

Y =

A segunda etapa é referente ao célculo das matrizes de covariancia M, correspondente
a cada distancia adaptativa proposta nessa monografia. Nessa etapa, a particdo e os
centroides yy dos grupos correspondentes Py(k = 1,--- | K) sdo mantidos fixos. Para o
calculo da matriz é necessario encontrar as expressoes que minimizam os seguintes critérios
de agrupamento das equacoes (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13).

Proposigao 3.2. As matrizes simétricas positivas definidas M , que minimizam a fung¢ao
objetivo J dada pela equagao (3.9) com a restrigao de det(M) = 1, sao atualizadas de

acordo com as sequintes erpressoes:
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i) Caso onde a matriz ¢ a mesma para todos os grupos e nao diagonal, definida pelo
algoritmo AMKKMeansGF-K:

K
M =[det(Q))"Q !, emque Q=Y Qe
k=1

Q.= Z Ko wz, yk yk)(wz - yk)T (3-16)

x; EPk

ii) Caso onde a matriz é a mesma para todos os grupos e diagonal, definida pelo algoritmo
AMKKMeansGD-K:

K
M = [det(Q)]*Q ", em que Q@ = Y diag(Qy) e
k=1

Qr=>_ K" (ai yi)(ai — yi) (@ —yp) " (3.17)

x;, € Py

iii) Caso onde a matriz é diferente para cada grupo e nao diagonal, definida pelo algoritmo
AMKKMeansLF-K:

M, = [det(Qx)]7 Q5 ", em que
- Z K (@i, yi) (@ — yi) (2 — yi) " (3.18)

miGPk

iv) Caso onde a matriz é diferente para cada grupo e diagonal, definida pelo algoritmo

AMKKMeansLD-K:

M, = [det(Q1)]Q; ", em que

Qy, = diag ( > K (@, yi) (@ — yi) (w: — ’yk)T> (3.19)

mZ-GPk

Demonstrag¢ao. Serao demonstradas as equagdes para o primeiro caso i), referente ao
algoritmo AMKKMeansGF, em que as matrizes de covariancia sao as mesmas para todos

0s grupos e completas.
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A fungao objetivo a ser minimizada é dada por:

=Y > 1) — oyl (3.20)

Expandindo ||®(x;) — ®(yg)||?, temos:

1®(z:) — (yi) 1> =(P(x;) — D(yi)) " (P(i) — P(yr))
D) B(;) — D) D(yr) — Ply) ' B(:) + C(yi) " (yi)
=P (x;) " O(x;) — 2®(x;) " ©(vp) + (yi) ' P(yi)

Segundo a definigao de fungoes kernels, o seguinte resultado é valido:

K(x;, x;) = ®(x;) " () (3.21)

Dessa forma, podemos reescrever a func¢ao objetivo dada na equagao (3.20|) da seguinte

forma:

T=>"Y " {K(mi, ;) — 2K (i, yi) + K(yr, yi)} (3.22)

k=1 x;€P;

Seja K(x;, x;) o kernel de Mahalanobis. Entao:

o KM (x; x;) =1

o K (@, y1) = exp {35 (@ — yp) T M (m; — yy)}

Substituindo na equagao (3.22)), temos que a fungao objetivo a ser minimizada, consi-

derando o kernel de Mahalanobis é:
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k=1 x;EPy
K
=Y > @2k (zy)
k=1 x;EP;
K
=3 > 201 = K" (@, ur))
k=1 ;P
K
=2 (1= K" (@i, 1))
k=1 x;,€P;
K
(i — yk)TM(iBz — Yi)
—22 (1—exp{— = })
k=1 x;EPy

(3.23)

Para encontrar a matriz de covariancia M foi considerada a restrigao de que det(M) =

1 e aplicado multiplicadores de Lagrange.

Seja g(M) =1—det(M) = g(M) =0

Z (2 — 2K (x5, y1)) + a(1 — det(M)) (3.24)

Derivando a Eq. (3.24) em relagao a M, obtemos:

oL i 0(2 = 2K (i yy) , (1~ det(M))
oM oM

= Z { — K (x, yp) (x5 — yi) " (2 — yk)} —adet(M)M™' (3.25)

k=1 :I!lépk
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Fazendo 2 aM = 0, temos:
Z Z { ™ (g, i) (2 — yi) (25 — yk)} = adet(M)M™* (3.26)
k=1 x;,€P;,
Considerando a restri¢ao de que o det(M) = 1, seguem os resultados:
x 1
= Z Z {_QIC(m)(wi7 yr) (@i — yi) ' (2 — yk)}
k=1 x;€P;, g
L
B :% Z Z {’C(m)(wu yk)(mz - yk)T(mz - yk)}
k=1 x;,€P;
M1 =— Z QK em que
Qi = Z {/C (@ yi) (@i — yp) " (i — yn) } (3.27)
X, €EPy,
Dessa forma,
M7 =—Q emque Q= Z Q. (3.28)
k=1
Portanto,
_ det(Q) . _ 1
1y _ _ 1y _
det(M ™) p 1, pois det(M )= Jet(M) (3.29)
LoP _ det(Q)
o?r
det((Q))
o2r
:;[det(Q)]l/p (3.30)

Substituindo o a encontrado ((3.30))) na equagao (3.28) encontramos a seguinte ex-
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pressao para o calculo da matriz M:

L_Q
[det(Q)]'/7
=M :]\41-1
 [det(Q)]'/7
M=""3
M =[det(Q)]'"Q™" (3.31)

Para os casos ii), iii) e iv) os resultados seguem de forma analoga a demonstragao
para i). Para os casos iii) e iv), em que as matrizes sao diferentes para cada grupo, basta

considerar a restrin¢do de que det(Mjy) = 1.

A terceira e ultima etapa consiste na alocacao das n observagoes aos k grupos, nesse
passo os centroides dos grupos yi (k= 1,--- , K) e a matriz M sado mantidos fixos. Os
grupos Pi(k = 1,---  K), que minimizam o critério J de agrupamento, sao atualizados

de acordo com a seguinte regra de alocagao:

B ={zi € X :[|®(x:) — (y)||* < [|D(z:) — D(w)|I,
Vhtkh=1 - K} (3.32)
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O algoritmo a seguir resume o passo a passo iterativo para obter o agrupamento pelos

métodos baseado em um kernel adaptativo de Mahalanobis propostos nessa secao.

Algoritmo 3: METODO BASEADO NO kernel DE MAHALANOBIS SOB ENFOQUE

DA KERNELIZAGAO DA METRICA

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Inicializagao
Fixe K (o namero de grupos), 2 < K < n; escolha aleatoriamente uma partigao inicial P
de Q em K grupos Pi,..., Pk ou, alternativamente, escolha K observagoes distintas
Y1,..., YK pertencentes a {2 como os centréides iniciais e aloque cada observacao i ao
12

centroide mais proximo yp, (h = argminj<p<x ||®(x;) — P(yr)||* para obter a particao

inicial P = {Py,..., P}

Definigao dos melhores centrobides

Calcular os centroides dos grupos yi (k= 1,..., K) de acordo com a Eq. (3.14).

Calculo da matriz M

Calcular a matriz M de acordo com as equagoes. (3.16)), (3.17)), (3.18) ou (3.19).

Definicao da melhor partigao

test < 0
para i = 1 até n faga
defina o grupo vencedor Py tal que
h = argmin; << [|®(2i) — @ (yx)l|?
sei € Poeh#k
test < 1
P, P,U {Z}

Py, < P\ {i}

Critério de parada

Se test = 0, entao, PARE, caso contrario, volte ao passo (2).




CAPITULO 4

Avaliacdo Experimental

4.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado o esquema de avaliacao experimental dos métodos de
agrupamentos propostos. Os métodos propostos serao comparados a métodos classicos de
agrupamento como o k-médias e sua versao baseada no kernel gaussiano. Foi realizada
uma simulacao de Monte Carlo considerando quatro configuragoes de conjunto de dados
simulados e 5 conjuntos de dados reais foram considerados. Todos os experimentos re-
alizados nesse trabalho foram feitos utilizando a linguagem de programacao R (R Core
Team, 2013)).

4.1.1 Conjunto de dados simulados

Cada conjunto de dados sintéticos foi simulado considerando classes com tamanhos e
formas diferentes. Os conjuntos de dados simulados tém 500 pontos cada, divididos em
quatro classes com tamanhos (n = 200, 150, 50 e 100), respectivamente. Cada classe

desses dados foi desenhada de acordo com uma distribuicao normal bivariada com vetor

28
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médio e matriz de covariancia representada por
2
o 010
p= Mlew = ror 122 (4.1)
H2 po109 05

Foram consideradas quatro configuracoes de conjuntos de dados simulados:

1. As matrizes de covariancia de classe sao diagonais e aproximadamente iguais;

2. As matrizes de covariancia sao diagonais e diferentes para cada grupo;

3. As matrizes de covariancia de classe s@o completas e aproximadamente iguais;

4. As matrizes de covaridncia de classe sao completas e diferentes para cada grupo.

Os algoritmos foram aplicados aos conjuntos de dados sintéticos 1, 2, 3 e 4 para

obtencao de 4 particoes de grupo. As parti¢coes dos 4 grupos fornecidas pelos algoritmos

de agrupamento foram comparadas com a particao a priori conhecida de 4 classes.

A Tabela apresenta as quatro configuracoes dos dados simulados para cada classe

e seus respectivos parametros, bem como os valores dos vetores de média e as matrizes de

covariancia (formadas pelas variancias e as correlagoes de cada classe) para cada conjunto

de dados simulados.

Tabela 4.1: Configuracoes dos cenarios

Cenérios Classes 1 ps 01 09 p
1 45 30 100 9 0.0

1 2 70 38 81 16 0.0
3 45 42 100 16 0.0

4 42 20 81 9 0.0

1 45 22 144 9 0.0

9 2 70 38 81 36 0.0
3 50 42 36 81 0.0

4 42 2 9 144 0.0

1 45 30 100 9 0.7

3 2 70 38 81 16 0.8
3 45 42 100 16 0.7

4 42 20 81 9 0.8

1 45 22 144 9 0.7

4 2 70 38 81 36 0.8
3 50 42 36 81 0.7

4 42 2 9 144 0.8
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A Figura [£.T mostra as configuragoes para os quatro conjunto de dados, em que con-
sideramos: (a) Matrizes de covaridncia diagonais e globais (quase iguais), (b) Matrizes
de covariancia diagonais e locais (diferente para cada grupo), (c) Matrizes de covariancia

nao diagonais (completas) e globais e (d) Matrizes de covariancia nao diagonais e locais.

X2

-40

20 40 60 80 0 20 40 60 80 100

Xy X

(a) Cenario 1 (b) Cenério 2

Xz
Xz

-40

20 40 60 80 0 20 40 60 80 100

Xy X1

(c) Cenario 3 (d) Cenério 4

Figura 4.1: Configuragao dos cenarios
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4.1.2 Conjuntos de dados reais

Foram também realizados experimentos com cinco conjuntos de dados reais obtidos do
Repositorio de Aprendizagem de Méaquina da Universidade da Califérnia, denominados
aqui como Wireless Indoor Localization, Breast Cancer, Banknote Authentication, Iris e

Abalone. A descricao de cada conjunto de dados é apresentada a seguir.

Conjunto de dados: Wireless Indoor Localization

O conjunto de dados Wireless Indoor Localization [[] consiste em uma coleta para
realizar experiéncias sobre como os pontos fortes do sinal wifi podem ser usados para
determinar um dos locais internos. Cada varidvel é a forca do sinal wifi observada no

smartphone. O banco de dados contém 2.000 observagoes e 7 variaveis.

Conjunto de dados: Breast Cancer

O conjunto de dados Breast Cancer E] é um dos trés dominios fornecidos pelo Oncology
Institute. Esse conjunto de dados apresenta 286 observacoes e duas classes: eventos sem
recorréncia e eventos de recorréncia. Do total de observacoes, 201 sao da classe sem
recorréncia e 85 da classe com recorréncia. Contém 9 variaveis: classe, idade, menopausa,

tamanho do tumor, nés inv, caps do no, deg-malig, mama e quadra da mama.

Conjunto de dados: Banknote Authentication

No conjunto de dados Banknote Authentication E] os dados foram extraidos de imagens
tiradas de espécimes genuinos e forjados do tipo notas de banco. Para a digitalizacao, foi
usada uma camera industrial normalmente usada para inspecao de impressao. As imagens
finais tém 400x400 pixels. Devido a lente do objeto e a distancia do objeto investigado,
foram obtidas imagens em escala de cinza com uma resolucao de cerca de 660 dpi. Uma
ferramenta Wavelet Transform foi usada para extrair recursos dessas imagens. O banco de
dados contém 1.372 observagoes e 5 variaveis: variagao da imagem transformada Wavelet
(continua), distor¢ao da imagem Wavelet Transformed (continua), curtose da imagem

transformada Wavelet (continua), entropia da imagem (continua) e classe (inteiro).

Thttps://archive.ics.uci.edu/ml/datasets / Wireless+Indoor+Localization
2https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/breast-+cancer
3https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/banknote--authentication
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Conjunto de dados: Iris

o conjunto de dados Iris [T contém 3 classes com 50 observacdes cada. Uma classe é
linearmente separavel das outras duas; estes nao sao linearmente separaveis um do outro.
Cada classe se refere a um tipo de planta de iris: iris setosa, iris versicolor e iris virginica.
O banco apresenta ao todo 150 observagoes e 5 variaveis: comprimento da sépala, largura

sépala, comprimento da pétala, largura da pétala e a variavel referente as classes.

Conjunto de dados: Abalone

O conjunto de dados Abalone [’| foi construido para prever a idade do abalone a partir
de medigoes fisicas. A idade do abalone é determinada cortando a concha através do
cone, manchando-a e contando o nimero de anéis através de um microscopio - uma tarefa
chata e demorada. Outras medidas, mais faceis de obter, sao usadas para prever a idade,
Informagoes adicionais, como padroes climaticos e localizagao, podem ser necessarias para
resolver o problema. A partir dos dados originais, foram removidos exemplos com valores
ausentes (a maioria com o valor previsto ausente) e os intervalos dos valores continuos
foram redimensionados para uso com uma RNA (dividindo por 200). Apresenta 4.177
observagoes e 8 variaveis: Sexo (nominal), Medi¢ao de comprimento (continua), Didmetro
(continuo), Altura (continua), Peso total ( continuo), Peso com casca (continuo), Peso

das visceras (continuo), Peso da casca (continuo) e Anéis (nimero inteiro).

4.2 Indices de avaliacao

Para avaliar o desempenho dos diferentes algoritmos de agrupamento estudados e
compara-los, foi adotado que a particao a prior: é conhecida e duas medidas de avaliacao
externa foram consideradas: o Indice Corrigido de Rand (CR) (HUBERT; ARABIE, 1985)
e a Taxa Total de Erro de Classificagdo (OERC) (BREIMAN et al.l [1984).

Seja P ={P1,...,Pi,...,P.} apartigdo a priori de Q@ = {1,...,n} em c classes e seja
P=A{Py,..., P,..., Pg} uma partigao rigida de Q2 = {1,...,n} em K grupos fornecidos
por um algoritmo de agrupamento. As quantidades ny, ¢ = 1,...,¢, k = 1,..., K,
representam o nimero de observacoes que estao na classe P; e no grupo P, e podem ser

representadas na forma da Tabela [£.2] denominada matriz de confusao.

4https:/ /archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Iris
Shttps://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Abalone
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Tabela 4.2: Matriz de confusao.

Grupos
Classes P e P, B Px >

_ K

P1 nii nig n1K Nle =D 1 Nk
_ K

P i1 Nik NiK Nie = Y k1 Nik
_ K

Pe Nec1 T Nck T NeK Nce = Zk:l Nck

c c c c K
> Nel = joq M4l ° Nel = D 5y Mi1  *** Nel =D 7 Mil  N=3_0 1> g Nik

O Indice Corrigido de Rand (CR) é obtido como

CR =

> e (9) — () = () X () (4.2)

FC () + T (3] - ()7 S () S ()

—1 . ~ .
onde (72‘) = "("2 ), n;, representa o niimero de observagoes que estao na classe P; e no
grupo Py, n;e representa o ntimero de observagoes na classe P;, ne; representa o nimero

de observagoes no grupo P, e n é o numero total de observagoes no conjunto de dados.

O CR avalia o grau de concordancia (similaridade) entre uma parti¢do a priori e uma
particao fornecida por um método de agrupamento. Além disso, o CR nao é sensivel ao
ntmero de classes nas partigoes ou a distribuicao das observagoes nos grupos. Finalmente,
o CR assume valores no intervalo [—1, 1], no qual o valor 1 indica concordancia perfeita
entre as parti¢oes, enquanto que valores proximos de zero ou negativos correspondem a
concordancia entre partigdes encontrada ao acaso (MILLIGAN; COOPER, |1986).

Em problemas de classificagao, cada grupo P, é associado a uma classe a priori P; e
esta associagao deve ser interpretada como se a verdadeira classe a priori fosse P;. Dessa
forma, para uma observacao pertencente a um dado grupo P, a decisao esta correta se a
classe a priori dessa observagao é P;. Para obter uma taxa de erro de classificagdo minima,
precisamos encontrar uma regra de decisao que minimize a probabilidade de erro.

Seja ((P;, P) a probabilidade a posteriori de que uma observacao pertenga a classe P;
quando associado ao grupo Py. Seja ¢(Py) a probabilidade de que a observagao pertenga
ao grupo Pi.. A funcao ¢ é conhecida como funcao de verossimilhanca.

A estimativa da méxima probabilidade a posteriori é a moda da probabilidade a
posteriori L(P;, Py) e o indice da classe a priori associada a esta moda é dada por
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MAP(Pk) = arg maxﬁ(?’i, Pk)

1<i<e

A regra de decisao de Bayes que minimiza a probabilidade média de erro é selecionar
a classe a priori que maximiza a probabilidade a posteriori. A taxa de erro de alocacao
do grupo Py é igual a 1 — {(Prrap(p,)/Pr) € a taxa total de erro de classificagao (OERC)
é igual a

OERC =Y UPy)(1 = U(Pyrapw,)/Pr))-

k=1

Para uma amostra,

UPyarpy/Pr) =

ax Nk /Mek-
1<i<e

A taxa total de erro de classificagao (OERC) foi concebida de modo a medir a habi-
lidade de um algoritmo de agrupamento encontrar as classes a prior: presentes em um
conjunto de dados e é calculada da forma:

" Mok ZK maxj<i<e Nik
OERC = Z (1 — max nzk/n.k) =1 &=L == . (4.3)

n 1<4 n
k=1

O indice OERC assume valores no intervalo [0, 1], no qual valores proximos de zero
indicam maior habilidade de um algoritmo na deteccao de classes a priori.

4.3 Resultados

Os algoritmos de agrupamentos discutidos nesse trabalho foram aplicados aos con-
juntos de dados simulados e reais descritos anteriormente. Em cada aplicagao foram
calculados os indices CR e OERC e através destes ocorreu a comparagao entre os méto-

dos.

4.3.1 Avaliacao com dados simulados

Para cada conjunto de dados sintéticos, os indices CR e OERC foram calculados no
esquema de uma simulacao de Monte Carlo com 100 repeti¢des. Cada replicagao fornece
uma matriz de confusao, em que os grupos fornecidos pelo algoritmo de agrupamento sao
colocados em linhas e as classes a prior:t sao colocadas em colunas.
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Em cada replicagao, os algoritmos de agrupamento foram executados 100 vezes até a
convergéncia para um valor estacionario do critério de adequacao, depois disso, o melhor
resultado para cada algoritmo de agrupamento foi selecionado de acordo com o critério de
adequacao. A média e o desvio padrao destas medidas foram computados. O termo 202
nos kernels gaussiano e adaptaveis de Mahalanobis foi estimado como a média dos quantis
0,1 e 0,9 de ||; — xx||?, i # k segundo [Caputo et al. (2001). Para todos os conjuntos
de dados simulados, os algoritmos que obtiveram os melhores desempenhos sao os que
consideram o kernel de Mahalanobis adaptativo.

A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansLLD, AMKKMeansLLF em valores de média e
desvio padrao para o conjunto de dados sintéticos 1, de acordo com os indices CR e
OERC. Nota-se que o algoritmo AMKKMeansGD apresenta melhor desempenho, pois
tem o Indice Corrigido de Rand (0.717) e o menor erro de taxa total de classificacio
(0.129), portanto os dados sao melhores explicados quando as matrizes de covariancia sao
aproximadamente iguais e diagonais.

Tabela 4.3: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados sintéticos 1: média e
desvio-padrao(entre parénteses) dos indices CR e OERC.
CR OERC

KMeans 0.341 (0.053)  0.388 (0.045)

KKMeans 0.346 (0.058)  0.385 (0.047)

AMKKMeansGD 0.717 (0.050) 0.129 (0.035)
AMKKMeansGF  0.652 (0.111)  0.174 (0.074)
( (
( (

AMKKMeansLLD  0.692 (0.091)  0.143 (0.067)
AMKKMeansLF  0.638 (0.096)  0.183 (0.071)

As Figuras [4.2(b)l [4.2(c), 4.2(d) 4.2(e)l [4.2(f)] e 4.2(g)| mostram os resultados de
agrupamento fornecidos, respectivamente, pelos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansLLD e AMKKMeansLF no conjunto de dados

sintéticos 1 (Fig. [4.2(a))). Como pode ser visto na Figura |4.2(d)| o algoritmo AMKKMe-
ansGD fornece a melhor categorizagao do conjunto de dados sintéticos 1, com as matrizes

de covariancia de classe diagonais e tinica para todos os grupos.
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(a) Configuracao 1 (b) KMeans

(c) KKMeans (d) AMKKMeansGD
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(e) AMKKMeansGF (f) AMKKMeansLD
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Xu

(g) AMKKMeansLF

Figura 4.2: Dados simulados 1.
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A tabela [1.4] apresenta o desempenho dos algoritmos de agrupamento para o conjunto
de dados sintéticos 2. E possivel notar que os algoritmos AMKKMeansLD e AMKK-
MeansLF apresentam melhores resultados do que os algoritmos baseados em distancias
adaptativas globais (AMKKMeansGD e AMKKMeansGF) e os métodos convencionais
(KMeans e KKMeans). Dentre os algoritmos com melhor desempenho o AMKKMeansLD
fornece melhor explicacdo para o conjunto de dados 2 com o maior Indice Corrigido de
Rand (0.770) e menor Erro de Taxa Total de Classificagao (0.113).

Tabela 4.4: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados sintéticos 2: média e desvio
padrao (entre parénteses) dos indices CR e OERC.

AMKKMeansLLD 0.770
AMKKMeansLF 0.745

0.039) 0.113 (0.029)
0.050) 0.136 (0.045)

CR OERC
KMeans 0.561 (0.077)  0.217 (0.059)
KKMeans 0.556 (0.079)  0.227 (0.063)
AMKKMeansGD  0.580 (0.098)  0.213 (0.066)
AMKKMeansGF  0.533 ( )

(

(

(

(
0.078)  0.265 (0.064

(

(

As Figuras [4.3(b) [4.3(c), 4.3(d), [4.3(e)} [4.3(f)| e |4.3(g)| mostram os resultados de
agrupamento fornecidos, respectivamente, pelos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansL.LD e AMKKMeansLLF no conjunto de dados

sintéticos 2 (Fig. 4.3(a)). Verifica-se na Figura que o algoritmo AMKKMeansLD

fornece uma melhor categorizacao dos dados, ou seja, matrizes de covariancia de classe
sao diagonais e diferente para cada grupo.
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Figura 4.3: Dados simulados 2.
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O desempenho dos algoritmos de agrupamento para o conjunto de dados sintéticos 3
é apresentado na Tabela [£.5] Verificam-se dois algoritmos com desempenhos semelhantes
e bem superior aos demais algoritmos, sao eles: AMKKMeansGF e AMKKMeansLF.
Comparando ambos, o algoritmo AMKKMeansLF, no qual as matrizes de covariancia de
classe nao sao diagonais e diferente para cada grupo, apresenta o melhor desempenho,
com maior Indice Corrigido de Rand (0.767) e menor Taxa Total de Erro de Classificacao
(0.080).

Tabela 4.5: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados sintéticos 3: média e desvio
padrao (entre parénteses) dos indices CR e OERC.
CR OERC
KMeans 0.255 (0.029)  0.439 (0.031)
KKMeans 0.255 (0.031)  0.440 (0.033)
AMKKMeansGD  0.544 (0.110)  0.233 (0.097)
AMKKMeansGF 0.760 (0.037) 0.083 (0.015)
(
(

AMKKMeansLLD  0.487 (0.153)  0.275 (0.130)
AMKKMeansLF  0.767 (0.032) 0.080 (0.012)

N TN N N N N

As Figuras 4.4(b)|, |4.4(c), {4.4(d) {.4(e)l 4.4(f)| e 4.4(g)| mostram os resultados dos
agrupamentos fornecidos, respectivamente, pelos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansL.LD e AMKKMeansLLF no conjunto de dados
sintéticos 3 (Fig. [4.4(a)). Como pode ser visto na Figura o algoritmo AMKKMe-
ansLF fornece uma melhor categorizacao dos dados. E possivel verificar que os grupos
estao dispostos com uma leve inclinac¢ao, o que indica direcao, dado que existe uma relagao
de covariancia entre as variaveis.
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A tabela [4.0] apresenta o desempenho dos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansLLD, bem como o desempenho do algoritmo
AMKKMeansLF para o conjunto de dados sintéticos 4. E possivel notar que o algoritmo
AMKKMeansLF, matrizes de covariancia diferentes para cada grupo e nao diagonais, ex-
plica melhor o conjunto de dados, pois apresenta o maior Indice Corrigido de Rand (0.848)
e menor Erro de Taxa Total de Classifica¢ao (0.057).

Tabela 4.6: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados sintéticos 4: média e desvio
padrao (entre parénteses) dos indices CR e OERC.
CR OERC
KMeans 0.413 (0.026)  0.323 (0.023)
KKMeans 0.420 (0.026)  0.320 (0.023)
AMKKMeansGD  0.422 (0.027)  0.325 (0.024)
AMKKMeansGF  0.408 (0.071)  0.308 (0.056)
(0.108) (0.073)
( (

AMKKMeansLD  0.650 (0.108 0.178 (0.073
AMKKMeansLF  0.848 (0.025) 0.057 (0.010)

As Figuras [4.5(b)l [4.5(c), 4.5(d), [4.5(e)l [4.5(f) e |4.5(g)| mostram os resultados de
agrupamento fornecidos, respectivamente, pelos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansL.D e AMKKMeansLLF no conjunto de dados
sintéticos 4 (Fig. . Uma melhor caegorizacao dos dados pode ser visto na Fi-
gura pelo algoritmo AMKKMeansLLF que fornece matrizes de covariancia de classe
nao diagonais e diferente para cada grupo. Assim como nas Figs. [4.4(b), 4.4(c)} 4.4(d)},
K.4(e)l 4.4(f)] e 4.4(g)l, os gupos estdo levemente inclinados, caracteristica da relagao de
covariancia entre as variaveis.
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4.3.2 Avaliacao com dados reais

Os algoritmos KMeans, KKMeans, AMKKMeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMe-
ansLD e AMKKMeansLF foram aplicados aos conjuntos de dados reais citados acima.
Em cada caso os algoritmos de agrupamento foram executados 100 vezes (até a conver-
géncia para um valor estacionério de critério de adequagao entre grupos e centroides) e
selecionou-se o melhor resultado de acordo com os critérios de adequagao.

Os critérios de adequacdo utilizados foram o Indice Corrigido de Rand (CR) e a Taxa

Total de Erro de Classificacdo (OERC). As tabelas e apresenta o de-

sempenho dos algoritmos para cada conjunto de dados reais. Em todos os conjunto
considerados, os algoritmos propostos apresentam melhor desempenho.

A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos KMeans, KKMeans, AMKK-
MeansGD, AMKKMeansGF, AMKKMeansLD e AMKKMeansLF para o conjunto de
dados Wirelles Indoor Localization. De acordo com os indices CR e OERC nota-se que
o algoritmo que considera matriz de covariancia completa e tGnica para todos os grupos
(AMKKMeansGF) apresentou o melhor desempenho.

Tabela 4.7: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados Wireless Indoor Localiza-
tion

CR OERC
KMeans 0.8868 | 0.0455
KKMeans 0.9086 | 0.0360

AMKKMeans-GD | 0.8947 | 0.0415
AMKKMeans-GF | 0.9250 | 0.0290
AMKKMeans-LD | 0.9223 | 0.0305
AMKKMeans-LF | 0.8644 | 0.0565

A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos propostos e covencionais para o
banco de dados Breast Cancer. Nesse conjunto o algoritmo com melhor desempenho é o
que considera matriz de covariancia diagonal e unica para todos os grupos (AMKKMe-

ansGD).

Tabela 4.8: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados Breast Cancer

CR OERC
KMeans 0.1732 | 0.5472
KKMeans 0.1864 | 0.5660

AMKKMeans-GD | 0.3413 | 0.3774
AMKKMeans-GF | 0.248% | 0.4906
AMKKMeans-LD | 0.2956 | 0.4434
AMKKMeans-LF | 0.2743 | 0.4623
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A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos propostos e covencionais para
o banco de dados Banknote Authentication. O algoritmo com matrizes de covariancia
completa e unica para todos os grupos (AMKKMeansGF') foi o melhor para representar
os dados. Seu desempenho foi extremamente superior a todos os demais algoritmos.

Tabela 4.9: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados Banknote Authentication

CR OERC
KMeans 0.0485 | 0.3878
KKMeans 0.0307 | 0.4111

AMKKMeans-GD | 0.0193 | 0.4293
AMKKMeans-GF | 0.8703 | 0.0335
AMKKMeans-LD | 0.0209 | 0.4264
AMKKMeans-LF | 0.0046 | 0.4446

A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos propostos e covencionais para
o banco de dados Iris. Nesse conjunto de dados, os métodos de agrupamento hard com
matrizes de covariancia completa (AMKKMeansGF e AMKKMeansLF) foram os melhores
para separacao das classes. Os dois algoritmos apresentam os mesmos valores de Indice
Corrigido de Rand e Taxa Total de Erro de Classificagao.

Tabela 4.10: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados Iris

CR OERC
KMeans 0.7163 | 0.1133
KKMeans 0.7302 | 0.1067

AMKKMeans-GD | 0.8857 | 0.0400
AMKKMeans-GF | 0.9410 | 0.0200
AMKKMeans-LD | 0.8857 | 0.0400
AMKKMeans-LF | 0.9410 | 0.0200

A tabela apresenta o desempenho dos algoritmos propostos e covencionais para o
banco de dados Abalone. Os algoritmos de agrupamento AMKKMeansLLD e AMKKMe-
ansLF (que consideram matrizes diferentes para cada grupo), foram os que se adequaram
bem ao conjunto de dados. Pode-se notar que apresentam o mesmo valor do Indice Corri-
gido de Rand e uma diferenca minima na Taxa Total de Erro de Classificagao. Contudo,
temos que o algoritmo AMKKMeansLF (matrizes de covariancia completa e diferente)
apresenta desempenho superior aos demais.

Tabela 4.11: Desempenho dos algoritmos no conjunto de dados Abalone

CR OERC
KMeans 0.1331 | 0.4850
KKMeans 0.1294 | 0.4850

AMKKMeans-GD | 0.1323 | 0.4953
AMKKMeans-GF | 0.0929 | 0.5107
AMKKMeans-LD | 0.1425 | 0.4891
AMKKMeans-LF | 0.1425 | 0.4750
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Neste capitulo foi avaliado o desempenho dos métodos de agrupamento hard basea-
dos no kernel de Mahalanobis introduzido no Capitulo 3 através de experimentos com
dados simulados e dados reais. Os resultados obtidos com a simulacao de Monte Carlo
evidenciou a superioridade dos algoritmos aqui propostos. Os resultados com dados re-
ais também indicaram superioridade dos algoritmos propostos, o que mostra a utilidade
desses algoritmos em diversas situacoes praticas da realidade.



CAPITULO b

Conclusdes

Nesse trabalho foram apresentados algoritmos de agrupamento hard baseados no ker-
nel de Mahalanobis com distancias quadraticas adaptativas considerando a abordagem da
kernelizacao da métrica. A abordagem proposta foi superior em todas as analises em rela-
¢ao aos métodos convencionais, pois tem a vantagem da matriz simétrica positiva definida
M em que as covariancias entre os elementos sao levadas em conta. Essas matrizes foram
construidas com base em distancias quadraticas adaptativas, que mudam a cada iteracao
dos algoritmos e tanto podem ser a mesma para todos os grupos (distancias adaptativas
globais), quanto serem diferentes de um grupo para outro (distancias adaptativas comple-
tas). O uso de fungoes kernel se justifica pelo fato de que em situagoes de disposi¢ao nao
linear dos grupos, essas funcoes auxiliam a identifica-los e o uso da distancia de Mahala-
nobis se justifica pelo fato de que leva em consideracao a covariancia entre as variaveis e
¢ invariante em medida de escala, abrangendo uma classe muito maior de problemas.

Para cada algoritmo proposto, foram obtidas as expressoes para o calculo dos centroi-
des dos grupos, expressoes para as matrizes de covariancia para cada método por meio
da extracao de sua derivada da fungao objetivo correspondente para cada matriz de co-
variancia. A utilidade dos métodos propostos foi demonstrada através de experimentos
numericos com conjuntos de dados simulados por meio de simulacos de Monte Carlo e
conjunto de dados reais.

Os conjuntos foram avaliados considerando os indices CR e OERC. Com relac¢ao aos
conjuntos de dados simulados os métodos de agrupamento hard baseados em distancias
quadraticas adaptativas globais e locais com matrizes de covariancia diagonais/e ou com-
pletas apresentaram desempenho superior aos métodos convencionais nos quatro cenérios
simulados.

46
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Destacamos assim os algoritmos que apresentaram bons desempenhos nas simulagoes
para cada cenario. Para o primeiro conjunto de dados simulados o algoritmo AMKKMe-
ansGD (matrizes de covariancia de classe sdo diagonais e aproximadamente iguais) foi o
mais adequado. No segundo conjunto de dados, o algoritmo AMKKMeansLLD (matrizes
de covariancia sao diagonais e diferentes para cada grupo) apresentou o melhor desempe-
nho. Para o terceiro e quarto conjunto de dados simulados o algoritmo AMKKMeansLF
(matrizes de covariancia completas e diferente para cada grupo) foi o mais adequado em
ambos 0s cenarios.

Com relacao aos conjuntos de dados reais, mais uma vez, os algoritmos baseados
no kernel de Mahalanobis apresentaram desempenho superior em relacao aos métodos
convencionais. De maneira geral, as melhores classificagoes foram feitas pelos algoritmos
de matrizes nao diagonais (AMKKMeansGF e AMKKMeansLF). Para os dados Wireless
Indoor Localization e Banknote Authentication, o algoritmo que considera matrizes de
covariancia completa e tnica para todos os grupos (AMKKMeansGF) foi o que teve
melhor desempenho. No conjunto Breast Cancer o melhor algoritmo foi com matrizes de
covariancia diagonais e diferentes para cada grupo (AMKKMeansLD). Para o conjunto
de dados Abalone o algoritmo com melhor desempenho foi com matrizes de covariancia
completa e diferente para cada grupo (AMKKMeansLF). E, no caso do conjunto de dados
Iris, os melhores algoritmos foram AMKKMeansGF e AMKKMeansLF que apresentaram
o mesmo desempenho.
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